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M - Goniometrie a trigonometrie 1

& Goniometrie a trigonometrie

Tato kapitola se zabyva goniometrickymi funkcemi, vypoCty u pravothlého, ale i u obecného trojahelnika.

& Orientovany thel

QOrientovany uhel

Orientovanym uhlem AVB se nazyva usporadana dvojice polopfimek VA, VB, kde V je jejich spolecny
pocatek, pficemz:

VA je poCatecni rameno Uhlu

VB je koncové rameno Uhlu

V je vrchol orientovaného uhlu

Hodnota orientovaného Uhlu je kladnd, jestlize se po€ate¢ni rameno VA oté&i kolem vrcholu V smérem
ke koncovému rameni VB proti sméru chodu hodinovych rucicek.

Hodnota orientovaného Uhlu je zaporna, jestlize se pocate¢ni rameno VA otaci kolem vrcholu V smérem
ke koncovému rameni VB po sméru chodu hodinovych rucicek.

Orientovany uhel AVE

Kkoncové rameno

+ % Liadny smér

vrchol V A pofatedni rameno

pocateéni rameno

- % ziporny smér

vrchol V B kowncové rameno

Velikost orientovaneho thlu AVE v mife stupriové je:
|AVB| = a+ k. 360°

kde & e cele ¢islo a e € 0; 360°)

a v mife obloukove:
|AVE| =@ +k. 2arad

kde &k e cele éislo a o € 0; 2m)

Stupnova a obloukova mira

Velikost ahll mizeme vyjadrovat jednak ve stupfiové mife (plny Ghel pak ma 360°) a dale v mife obloukové
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M - Goniometrie a trigonometrie 1
(pIny uhel pak ma velikosti 2r rad).
Stupnova mira:
1 stupeit (1°)
360
piny tikel primy ithel pravy dhel
360° 1860° 9a°
A=B B A . A
27 rad T rad T pad
2
Obloukova mira:
— E E E — (=] | n
1rad= o 2701745
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velikost delce
poloméry _—  kruinicového
Jednothové obiouku AB o
kruinice 1 velikosti 1
I radian
B
7
I rad
% i J4
plny kel pFimy kel praviihel
27 rad T rad % rad
A=B B A . A
360° 186° 900

n je tzv. Ludolfovo Cislo a jeho hodnota je priblizné 3,14. PIny Ghel m& tedy hodnotu 2r rad, coZ je tedy

priblizné 6,28 radiand.

K pfevodlim velikosti Ghld ze stupiili na radiany a naopak mizeme vyhodné vyuZit napf. trojélenku.

U &iselné hodnoty uhlu v obloukové mife se obvykle jednotka rad vynechava.

Priklad 1:
Uhel o velikosti 15° prevedte do obloukové miry.

Reseni:
180° ... n rad
15° X rad

Jedna se vZdy o pfimou umérnost (3ipky na obou stranach smérem vzhru)
.15 =«
= =—rad

X=— = —
180 12
Pozn.: Vysledek mGzeme klidné vyjadfit i ve tvaru 0,26 rad (pfiblizné)

Priklad 2:
Uhel o velikosti 3n/4 rad pfevedte na stupné.

Reseni:

180° ... n rad
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

x° 3n/4 rad

Jedna se vzdy o pfimou imérnost (3ipky na obou stranach smérem vzhdru)

3

x=180.-4 =135’
T

Uhel mé tedy velikost 135°.
Z predchozich postupl mlzeme snadno odvodit vzorce pro pfevody jednim nebo druhym smérem:

1. Pfevod ze stupnt na miru obloukovou
_no’

X = rad
180
2. Pfevod z radian(l na miru stupriovou
180.arad
X=——
T

& Stupiiova a obloukova mira - procvitovaci priklady

L' welikeost tthlu o = n/5 rad vyjadfete v mife stupfiové. 1244
Vysledek:  3g°

2 yelikost Ghlu ¢ = n/9%0 rad vyjadfete v mife stupfiové. 1245
Vysledek:  po

% yelikest thlu o = 60° vyjadfete w mife obloukové. 1236
Vysledek: =3 rad

4 yelikest 1tthlu d¢ = 3,002 rad vyjadfete v mife stupfiové. 1253
Vysledek:  172°

% welikest thlu d = 112° wyjéadfete v mife obloukové. 1242
Vysledek: 281,"" 45 rad

6 Welikost thlu d = n/12 rad vyjadfete v mife stupfiové. 1246
Vysledek: 1g5e

1241

" yelikeost 1hlu o
Vysledek: 29 /180 rad

31° wyjadfete v mife ocbloukové.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Velikost thlu o
Vysledek: 23°

Velikost thlu o

V)'/Sledek: 2 .I-_."ll 9 rac

Velikost thlu o
Vysledek: %/ 45 rad

Velikost tthlu o
Vysledek:  21Q°

Velikost thlu o
Vysledek:  14x/15 racd

Velikost 1dhlu o
Vysledek: 2% rad

Velikost thlu o
Vysledek: x4 rad

Velikost thlu o
Vysledek:  270°

WVelikost thlu o
Vysledek: 9,97°

Velikost thlu o

Vysledek: 4 =2 rad

Velikost thlu o

Vysledek: z/ 10 rad

Velikost thlu o
Vysledek:  g40°

Velikost dhlu o
Vysledek: 70,02°

23x/180 rad wyjadfete v mife stupfiové.

40° wyjadfete v mife cbhloukové.

4" wyjadfete v mife obloukové.

Tn/e rad wyjadfete v mife stupfiové.

164" wyjadfete v mife ocbloukové.

360° wvyjadfete v mife ocbloukové.

45° wyjhdfete v mife cbloukové.

3n/2 rad vyjadfete v mife stuphové.

0,174 rad wvyjadfete v mife stupniové,.

270° wyjadfete v mife obloukové.

18" wyjadfete v mife obloukové.

0,6%8 rad vyjadfete v mife stupfiové,

1,222 rad wvyjadfete v mife stupfiové,

1249

1234

1231

1247

1240

1238

1235

1250

1251

1237

1233

1254

1252
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

2l yelikest thlu d = 5° wvyjadfete v mife cbloukové. 1232
Vysledek: =/ 36 rad

2 yelikest thlu d = 100° wyjéadfete w mife obloukové. 1239
Vysledek: 511.,.'9 racd

B yelikost 1hlu d = 1 rad wyjaddfete v mife stupfiové. 1243
Vysledek:  180°

2 vyelikost Uhlu d 1248

13w /12 rad wvyjadfete w mife stupfiové.

Vysledek: 1g5°

& Jednotkova kruznice

Jednotkova kruznice

Jednotkova kruznice je takova kruznice, jejiz polomér je 1. Vyuzit ji mlZeme napfiklad k odvozeni
goniometrickych funkci platicich pro pravouhly trojahelnik.

¥
I Evadrant I Evadrant
[0;1]
r=1
[-1;0] aq [1;0] =x
4
[0;-1]
T kvadrant IV, kvadrant

&® Funkcessinus

Funkce sinus

Urc€eni funkce z jednotkové kruznice:
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M - Goniometrie a trigonometrie

¥y
M [x;; sii o]
Jednothovd T — |
krunice |
sin o |
e |l
i
[ x; x
K

V pravouhlém trojahelniku je funkce sinus uréena jako podil protilehlé odvésny a pfepony.

graf: f: p = sin x

YAk NI
SR A

Funkce sinus je tedy goniometricka funkce dana predpisem f: y = sina
1. Definuéni obor funkce D) =R,

2. Obor hodnot Hff) e {-1; 1}
3. Funkce je omezena shora 1 zdola

4. Funkce je periodickd s periodou 27
5. Funkce je licha

Poznamky:

Funkce shora omezena:

Furikce fdefinovana na mno#ing A, kterd je
podmnoZinou definiéniho oboru Df), se naziva shora
omezend (ohranicend), prave kdyZ existue takové
éislor e R, Ze pro viechnax 4 je

fix)=r

Polud existuje v oboru reloych éisel (v grafickem
wyjaditend je to na ose y) tak velké éislo, kterého
furlzfni hodnota dané funkee nerniZe nildy nabiyt,
potomn je tato funlce funkel omezenou shora,
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M - Goniometrie a trigonometrie

Nap¥: fy =-22, D) =R, H) = (-, @)

y ]
pro viechna r = 0 plati, fe
flx) =r
(funk éni hodnoty této funkce
jsou vZdy men$i nez nula)
Bapi =10
<0 8

Tato funkce je shora omezena

Funkce zdola omezena:

Furkee fdefinovani na mno#ing A, které je
podmnoZinou definiéniho oboru D{f, se nazyva zdola
omezend (ohranicend), prave kdyZ existue takové
¢islore R, Zeproviechnax e 4 je

fix)zr

Polud existye v oboru realnych &isel (v grafickem
vy aditeni je to na ose y ) talt malé &islo, kterého
funkéni hodnota dané funkee nemiiZe nikdy nabit,
potom je tato funkce funkei omezenou zdola.
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

Nap#.: f:y = x%, D) =R H(f) =0, + )

pre viechna r = 0 plafi, fe
fix)2r

Y

(funkéni hodnoty této funkce
jsou vzdy vétsi neZ nula)

Tato funkce je zdola omezena

Funkce periodicka:

Furikce se nazjva periodickd, jestlife existuje takové
cislo p = @, Ze pro kaZdé celé &islo & plati:

1. Funikee je definovana v bodech (x + &p), 12-11

definovana v bode x.
2. Pro wiechna x z definiéniho oboru Dff) plati:

S =ftx+kp)

Cislo p se potom nazjva perioda funkce
Zjednodufené je moZné fici, Ze funkéni hodnota
periodicke funkce se stale opakované méni a kaZdé
"opakovani" funkce ma dellu pravé jedné periody.
Napi.: y=sinx, p=2m

1.y =sin x je x je definovana v bodé x = &, je
definovana také vbodé (0 + 1.2x; 0+ 2.2m;;
0+ 3.2m) atd.

2. Pro periodicko funkci y = iz x plati:
sinx=sinfx+k2x)
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H-}?

perioda 21

Funkce licha:

Furikce fse nazjva lichs, jestliZe pro viechna x z jejiho
definiéniho oboru je

Fx) =-1%)
Graf liche funlce je soumérny podle podatku soustavy
soufadnic.

y= L
fy X }, ]

- Fidl,
-1 1 x
ft-1) =-1 -1l =-1

Funkce y =% je licha funkee.

Funkce
1
Y sin o

se nazyva kosekans o a zapisuje se y = cosec o,
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

&® Funkce kosinus

Funkce kosinus

Urceni funkce z jednotkové kruznice:

y ]
M, [cos o ; y]
Jednothovd YiIT T
CreiEmice |
|
« |
g| cosa’ v
k

V pravouhlém trojahelniku je funkce dana podilem pfilehlé odvésny a pfepony.

graf:f:y =cosx

D
>

Funkce kosinus je funkce, kterd je dana pfedpisem f: y = cos o .

1. Defimiéni obor funkce D) =R,

2. Obor hodnot Hff) e {-1; 1}
3. Funkce je omezena shora 1 zdola

4. Funkce je periodicks s periodou 220
5. Funkce je suda

Poznamky:

Funkce suda:

Furikce fse nazjva sudd, jestlize pro viechna x z jejiho
definiéniho oboru D) e

Jx) =)

Grafy sudych funked jsou soumérné podle osy p

12.5.2007 22:57:15 Vytisténo v programu doSystem - EduBase (www.dosli.cz) 11z61



M - Goniometrie a trigonometrie

fy=s?

J_;JI.

2 e

Jt-2) =4 Jf2) =4

~

sudd funkce

Funkce
I |
Y~ cos

se nazyva sekans a, zapisujeme y = sec a

&® Funkce tangens

Funkce tangens

Ur€eni funkce tangens z jednotkové kruznice:
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

y ')
Jednotkond ga
k
e 4
(/] xr
fangenta

Funkce tangens o je goniometricka funkce definovana pomoci funkci sinus a kosinus a ma tvar:

_ sin o
BE= v a

Graf funkee y =ig @
Yi

M

V pravouhlém trojuhelniku je funkce dana podilem protilehlé a prilehlé odvésny.
Vlastnosti funkce:

1. Definuéni obor ) ¢ e R, = (25 + 1) /2
2. Obor hodnot Hff) =R

3. Funkce je licha

4. Funkce je periodicka s periodou k.o

5. Furkee neni omezena shora ant zdola

6 Pro e (-w2+ R ; w2+ kx)ierostouci

Poznamky:

Funkce rostouci:

Furikce fdefinovani na mno#ing A, kterd je podmnofinou
definiéniho oboru 2R, se nazyva rosteuci, jestliZe pro
dva libovolné body

X; a xj s A

pro néz plati

X; :::-xj
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zarovetl plati nerovnost

ﬂxj) :’ﬂxj)

Je moZné Fici, Ze pii vrlstajicich hodnotach neziwisle
promeénne rostou 1 funkéni hodnoty rostouct funkee.
Funkce rostouci a klesajici se souhrnng nazivayi ryze
monotonni. Funkce neklesajici a nerostouci se nazyvaji
monotonni.

&® Funkce kotangens

Funkce kotangens

Urceni funkce z jednotkové kruznice:

yll.

Lotangenia coig o

/ (I
& X
Jednathavd
krinice

K

Funkce y = cotg a je goniometricka funkce, ktera je definovana pomoci funkci sinus a kosinus a ma tvar:
cos &

sin o

Graf funkee y = coig «

COLg & =

Yi

M

V pravouhlém trojahelniku je funkce definovana jako podil pfilehlé odvésny a protilehlé odvésny.
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Vlastnosti funkce:

1. Definuéni obor ). ¢ e R, =k
2. Obor hodnot Hff) =R

3. Funkce je licha

4. Funkce je periodicka s periodou k.o

5. Funkee neni omezena shora ant zdola

6. Pro ae (hx ; + k) e klesajici

Poznamky:

Funkce klesajici:

Furkece fdefinovana na mnoZiné A, ktera je podmnoZinou
defirucniho oboru D¢f) se nazyva klesajici, jestliZe pro
dva libovolné body

X;ax; = A

o
pro néz plati
X; =X
zéroveri plati nerovnost
ﬂxj) ‘:ﬂxj)
Je moZné Fci, Ze pii varistajicich hodnotach nezavisle
promeénne funkéni hodnoty klesajici funkee klesaji
Funkce rostouci a klesajici se souhrnné nazyvaji ryze
monotonni Funkce neklesajici a nerostouci se nazyva)i
HOROIONHL.

® Reseni pravouhlého trojahelnika

~

ReSeni pravouhlého trojuhelnika

Méni-li se v pravouhlém trojahelniku velikost Ghlu alfa, méni se i poméry délek stran v tomto trojahelniku.
Proto jsou v pravouhlém trojdhelniku definovany tyto vztahy pro goniometrické funkce ostrého Ghlu:
1. Pomér delly protilehlé odvésny a délky pfepony

pravouhlého trojihelnilca se nazyva sinus ki e,
sin
2. Pomeér délloy prilehle odvésny a delloy prepony
pravouhlého trojihelniku se nazyva kosinus @hin e,
cos &
3. Pomér délky protilehle odvésny a delloy piilehlé
odvésny pravothléeho trojihelniln se naziva
tangens #hin o,
g a
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M - Goniometrie a trigonometrie 1
4 Pomér délky pfilehlé odvésny a délky protilehle
odvésny pravothleho trojihelnil se nazjva
kotangens whin e,

corg o

B

C b A
& ... protilehis odvésna D ... pFilehid odvésna

¢ ... pFepona

. protilehia odvésna i
sin @ = = =
Pfepona c
pFilehia odvésna b
CcOs @ = = =
pfepona c
protilehid odvésna &
rg a = ] . r =
prifehia odvesia b
_ pFilehid odvésng b
coig o= = —

profilehid odvésna

Pozn.: VeSkeré vypoclty goniometrickych funkci budeme provadét zpravidla na kalkulaice a vysledky budeme
udavat s pfesnosti na Ctyfi platné Cislice. Respektujeme pfitom spravné zaokrouhleni Cisel.

Za platnou cislici se povaZuje kazda Cislice v €islu, kterd je na pozici po€inaje od prvni nenulové zleva.

Pokud nebude zadano jinak, vZzdy uvazujeme obvyklé znageni v pravouhlém trojahelniku, coz je: Pravy Uhel pfi
vrcholu C, pfepona c, odvésny a, b, ostré Ghly pfi vrcholu A, B.

Priklad 1:

V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym Uhlem pf¥i vrcholu C je |[AB] = ¢ = 8 cm, |BC| = a = 5 cm. Vypocti
velikosti ostrych Ghld pfi vrcholech A, B trojdhelniku ABC.

Reseni:

|AB] =c=8cm
IBCl =a=5cm
a=?[""]

p=20"]

sin o0 =

sin o0 =

ol o |
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M - Goniometrie a trigonometrie 1

sin o = 0,625
o = 38°41°

cosf =

cosP =

| O

cos B = 0,625
B =51°19"

Zavér: Vnitini uhel pfi vrcholu A ma velikost 38°41” a vnitfni Uhel pfi vrcholu B mé& velikost 51°19”.
Priklad 2:

V pravothlém trojahelniku OPQ s pravym dhlem pfi vrcholu Q je |OQ| = p = 5 cm, |Ghel QOP| = 35°10".
Vypocti délku odvésny |PQ| = o.

Reseni:
[OQ] =p=5cm

|Ghel QOP| = 35°10”
[PQI =0="7?[cm]

PQ)
Q

|PQ| = |OQ] . tg|uhel QOP|
|PQ| =5.1tg 35°10"=5. 0,7046 = 3,5 (po zaokrouhlenf)
|PQ| = 3,5 cm (po zaokrouhleni)

tg

Zaveér: Délka odveésny je pfiblizné 3,5 cm.
Priklad 3:

Nejvyssi pripustné stoupani silnic je dano pomérem 1 : 18. Pod jakym nejvétsim Uhlem mdze silnice stoupat?

Reseni:

IBC| = 1 dil

|AB| = 18 dildi

a="?[°"]
BC|

tgo = ——
|AB|
1

tgo =—

g 18
tg o = 0,0556
o = 3°11"
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Zaveér: Usek silnice miize stoupat nejvyse pod Ghlem 3°11”.

® Reseni pravouhlého trojuhelnika - procvicovaci priklady

~ ] ~rx

1. Délka a $ifka obdélniku jsou v poméru 8 : 5. Jak velké uhly svira thlopFicka obdélniku 1469
s jeho stranami?

Vysledek: g delsi stranou 32°, s krat$i stranou 58°.

2. Krov dlouhy 6,6 m pfesahuje pfes okraj zdi 60 cm své délky a s rovinou pQdy svira 1479
Uhel 42° (viz obrazek). O kolik centimetr( by se snizila vySka pGdy v, kdyby tentyz
krov presahoval pres okraj zdi 75 centimetr své délky?
}:#'W ¢
BO0mmAA,
€ /B AN
A
Vysledek: 22,8 cm
3.V kosoc&tverci ABCD je uhlopficka JAC] = e = 24 cm a Juhel SAB| = ¢ = 28°; S je 1475
prisedik Uhlopfic¢ek AC a BD. Vypoctéte obvod koso&tverce ABCD.
Vysledek: 54 cm
4.

Télesova uhlopficka uikvadru je dlouha 9,7 dm a s podstavnou Uhlopfickou uz svira 1463
uhel o = 42°. Vypocti vySku kvadru v.

Vysledek: 6,5 dm
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5 PFed rovinnym zrcadlem jsou dva body A, B vzdalené od sebe 36 cm. Vzdalenost bodu 1480
A od zrcadla je 7 cm, bodu B 18 cm. Pod jakym Uhlem je tfeba vést svételny paprsek
(jde o uhel mezi rovinou zrcadla a paprskem) bodem A, aby po odrazu prochazel
bodem B?
y B
b-a
A b
a
Vc F
AI
Vysledek: 36,1°
6. Prameér podstavy valce je 36 cm. Velikost Ghlu o, ktery svira Ghlopficka osového Fezu s 1473
vySkou valce v, je 30°. Vypocti povrch valce.
v
wl |
”~ |
-~ | lr
- : [
|
-, v
. \ |
N
Vysledek: 9083 sz
7. Rampu u skladu zboZi drZi 4 stejné ocelové vzpéry, jedna z nich je nakreslena na 1478
obrazku. Kolik metr( ocelové trubky ¢tvercového prifezu se spotiebovalo k vyrobé
vSech CtyrF vzpér, jestlize se jejich spotFeba Upravou ve svarech zvySila o 7 procent?
1200 400,
N il |
-/ 50°
Vysledek: 21 m
8.V rovnoramenném trojuhelniku XYZ je dana délka jeho zékladny | XY] =z=9cm a 1474
velikost uhlu Juhel XYZ]= 50°10". Vypocti obsah tohoto trojuhelniku.
Vysledek: 24,3 sz
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9 Uhlopficka obdélnikového ptdorysu chaty je dlouha 10 m a s kratsi stranou tohoto 1470
pUdorysu svira uhel 60°. Vypodti obsah pldorysu chaty.
Vysledek: 43,3 m2

10. v pravouhlém trojuhelniku ABC je délka prepony JAB] = ¢ = 6,9 cm a |Juhel CAB]= a 1467
34°. Vypocti délky odvésen AC a BC.
Vysledek: 3 = 3,9 cm, b =5,7cm

1. Stabilitu roury na vodorovné podloZce zabezpecuje ocelové lano, které rouru obepina. 1481

Lano je ukotveno v bodech A, B. Plati |AT1] = |BTi]; T1je bod dotyku roury s
podlozkou. Vypocitejte délku lana od bodu A do bodu B, jestlize vné&jsi primér roury se
rovna 44 cm a velikost Ghlu TsST2zje rovna 90°; S je stfed kruhového prifezu rourou,
ktery je kolmy na osu roury.

T4 T;

A Tq B

Vysledek: 140,8 cm

12. v pravouhlém trojuhelniku EFG jsou dany délky odvésen |FG|] = e = 10,4 m a |EG| = 1468
f = 6,8 m. Vypocti velikosti jeho ostrych uhld p¥i vrcholech E a F.
Vysledek:  Jhel pfi vrcholu E ma velikost 56°49” a thel pfi vrcholu F ma velikost 33°11°

13. Reste pravouhly trojuhelnik ABC, jehoZ pFepona je AB a plati: 1466
a=63°10",a=6,7m
Vysledek: b =339 m,c=7,51m,p =26°50",y=90°

14 vypotti obsah koso&tverce ABCD, je-li tangens Ghlu ABD roven V15 a |AC] = 4 cm. 1471
Vysledek: 2 1 cm?

15, Profil pfikopu na obrazku je rovnoramenny lichob&znik se zakladnami dlouhymi 60 cm 1472

a 80 cm. Sklon bocni stény pfikopu je 80°. Vypocti hloubku pfikopu.

D 1gemE = flcm —= Faoem C

L=
0° 60 cm

10wg80*°

A 60 cm B
Vysledek: 56,7 cm
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16.  Reste pravouhly trojuhelnik ABC, jehoz pfepona je AB a plati: 1464
a=24cm,c=30cm.
Vysledek: b =18 cm, a = 53°087, B = 36°527,y = 90°

17. Reste pravouhly trojuhelnik ABC, jehoZ pFepona je AB a plati: 1465
oa=48°30",c=3,2m
Vysledek: g =240m, b=2,12m, p = 41°307, y = 90°

18. P¥ima zelezni¢ni trat’ stoupla na vzdalenosti 100 m (méfeno ve vodorovné poloze) o 1461
1,4 m. Vypocitej velikost Uhlu stoupani.
Vysledek: 0,83°
19. Na obrazku jsou narysovany te¢ny tia t2z bodu P ke kruznici k(S; 3 cm). Plati: |PS] = 1476
9,6 cm. Vypocti délku tétivy T1T»
t
ﬂ'ﬁ cm p\-\—\
Vysledek: 5,7 cm
20.

Jedna ¢ast stfechy ma tvar obrazce slozeného z obdélniku a z kosodélniku (viz Lart
obrazek). Vypocti spotrebu taSek na jeji pokryti, pocita-li se s 18 taSkami na jeden
metr ¢tverecny a s osmi procenty taSek navic z duvodu jejich tvarové upravy.

12ﬂﬂﬂ mm

Vysledek: 1040 ks
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21. - stavebni material byl na stavbu dopravovan transportérem dlouhym 10 m pod Ghlem 1462
o = 20°. Do jaké vysky v metrech byl tento material dopravovan? (Obloukovité
zakonceni transportéru neber v Gvahu.)
w=20"
A
Vysledek: 3,4m
22.

V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou AB je dano: b = 30 cm, B = 67°. Vypocti 1460
délku odvésny a.

Vysledek: 12 7 cm

& Tabulka dilezitych hodnot gon. funkci

Tabulka dulezZitych hodnot goniometrickych funkci

30 45° 60° 90°
sin x 0 l £ ﬁ 1
2 2 2
2
cos X 1 £ £ 1 0
2 2 2
tg x 0 £ 1 ﬁ Nedefinovano
3
cotg x Nedefinovano NE) 1 £ 0
3

&® Goniometrické funkce thl{ vétsich nez 90°

Goniometrické funkce uhld vétsich nez 90°

Ur¢ime snadno z jednotkové kruznice na zakladé znalosti thli do 90°.
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a0 + e )
sin o

¥
a Cos o

VSimnéme si, Ze pro zakladni Uhel a vychazi funkce sinus jako svisld UseCka (oznaCena cCervené) a funkce
kosinus jako vodorovna Usecka (oznaCena modre). Navic pro zakladni Uhel o je funkce sinus "kratkd" Usecka a
funkce kosinus "dlouhd" Gsectka. Toho vieho vyuZijeme pro uréeni dalSich vzorcG.

Obrazek nasi jednotkové kruznice vyuZijeme pro uréeni vzorcd pro Ghly velikosti (90° + o). Pro uréeni dalsich
vzorcd budou Gvahy analogické, proto uz budou pouze popsany slovy (bez nadrtku jednotkové kruznice).

Plati tedy:

sin (90° + o) = Cervena (svisla) Usecka; protoze je dlouha, jde tedy o kosinus a protoze sméfuje do kladné
poloosy, je vysledek kladny

Zaveér:

sin (90° + o) = cos a

cos (90° + a) = (modra) vodorovna Usecka; protoze je kratkd, jde o sinus a protoZze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaver:

cos (90° + o) = - sin a

Hodnoty tangens a kotangens urcime z pravé uvedenych hodnot funkci sinus a kosinus pomoci znamych
vzorcl:

tg(90-+0()= sin (90+a) _ cosa
cos(90+a) —sina
cos(90+a) -—sina
== = = —tgo,
sin(90+a)  cosa

= —cotga

cotg (90 +a.)

Nyni budeme zkoumat hodnoty uhlu (180 -a):
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Uvahy z jednotkové kruznice jsou analogické.

sin (180° - a) = Cervenda (svisld) Usecka; protoze je kratkd, jde tedy o sinus a protoze sméfuje do kladné
poloosy, je vysledek kladny

Zaveér:

sin (180° - a) = sin a

cos (180° - o) = (modrd) vodorovna Usecka; protozZe je dlouha, jde o kosinus a protoZze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaver:
cos (180° - a) = - c(os o )
sin (180 —a sin o
tg(180-a )= = =—
9(180-a) cos(180-a) —cosa o
cotg (180 —o. ) = C_OS(180 o) _- W% _ cotgar
sin(180-a) sina

Nyni budeme zkoumat hodnoty Ghlu (180 + «):

Uvahy z jednotkové kruznice jsou analogické.

sin (180° + o) = Cervena (svisla) Usecka; protoze je kratka, jde tedy o sinus a protoZze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaveér:

sin (180° + o) = - sin a

cos (180° + o) = (modrd) vodorovnd Usecka; protoZe je dlouhd, jde o kosinus a protoZze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaver:

cos (180° + a) = - cosa _

tg(180+c)= " (180+a) —sino _
cos(180+a) —cosa

cotg (180 +o ) = cos180+a)_ —eoso cotga

sin(180+0.) —sina

Nyni budeme zkoumat hodnoty Ghlu (270 - «):

Uvahy z jednotkové kruznice jsou analogické.

sin (270° - a) = Cervena (svisla) Usecka; protoze je dlouhd, jde tedy o kosinus a protoze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaver:

sin (270° - a) = - cos a

cos (270° - a) = (modra) vodorovna UseCka; protoZe je kratka, jde o sinus a protoZze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaveér:
cos (270° - a) = - sin a
tg(270—o )= 5" (270-a) _-cosa _ oty

cos(270—a) —sin o
cotg (270~ )= c0s(270-a) _—sina _
sin (270-a.) —cosa

Nyni budeme zkoumat hodnoty Ghlu (270 + «):
Uvahy z jednotkové kruznice jsou analogickeé.
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sin (270° + a) = Cervena (svisla) Usecka; protoze je dlouhd, jde tedy o kosinus a protoze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaveér:

sin (270° + a) = - cos a

cos (270° + o) = (modra) vodorovnd UsecCka; protoZe je kratkd, jde o sinus a protoZze sméfuje do kladné
poloosy, je vysledek kladny
Zaver:
cos (270° + a) = sin a
sin(270+a.) —cosa
tg(270+a.)= ( ). "~ = _cotgo
cos(270+a)  sin o
cos(270+a sin o
cotg (270 +a ) = — ( )_ = —fga
sin (270 +o) —cosa

Nyni budeme zkoumat hodnoty Uhlu (360 - a):

Uvahy z jednotkové kruznice jsou analogické.

sin (360° - a) = Cervena (svisld) UseCka; protoZe je kratka, jde tedy o sinus a protoze sméfuje do zaporné
poloosy, je vysledek zaporny

Zaver:

sin (360° - a) = - sin a.

cos (360° - o) = (modrd) vodorovna Usecka; protoze je dlouhd, jde o kosinus a protoZze sméfuje do kladné
poloosy, je vysledek kladny

Zaveér:
cos (360° - a) = cos(a )
sin(360—o) —sina
tg(360—at )= - -
9(360-a) cos(360—-a)  cosa Qe
cotg (360 —o. ) = C_OS(SBO_(X) = 9% cotga
sin(360-a) —sina

Ukazkové priklady:

Priklad 1:

Vypoctéte:
sin 330° - cos 210° + tg 150° - 0,5 tg 45°
Reseni:

sin (360°- 30°) - cos (180° + 30°) + tg (180°-30°)-0,5.1=
= -sin 30° - (- cos 30°) + (-tg 30°) - 0,5 =

1,43 Y3 1 _-343J3-243-3_

2 2 3 2 6
=—3+g/§—3=_1+?3
Priklad 2:
Vypoctéte:

sin 660° - cos 585° + 0,5 . tg 780° + tg 495°
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Reseni:

PFi FeSeni vyuZijeme vlastnosti, Ze goniometrické funkce jsou periodické. U funkci sinus a kosinus mlzeme
libovolné pricitat (odeditat) periodu 360°, resp. jeji nasobky. U funkci tangens a kotangens mdZeme libovolné
pricitat nebo odecitat nasobky periody, kterou je 180°.

sin 660° - cos 585° + 0,5 . tg 780° + tg 495° = sin 300° - cos 225° + 0,5 . tg 60° + tg 135° =
= sin (360° - 60°) - cos (180° + 45°) + 0,5 . tg 60° + tg (90° + 45°) =
= -sin 60° - (- cos 45°) + 0,5 . tg 60° + (- cotg 45°) =

=_£+£+1 J3-1=

2 2 2
- 3+J§+J§—2_
2
_J2

2

& Gon. fce thlh vétsich nez 90° - procvitovaci pFiklady

L wyypoditejte ¢os585° = 1723

Vysledek: -0,707

2 vYypoditejte sin(-1 845°%) = 1721
Vysledek: -0,707

3 wypodtéte tg(7mi3) - cotg(7m/3) 1738
Vysledek: 1,155

4 Yypodtédte tg30%ecotg30® - s5in30%«tge0® 1742
Vysledek: 0,134

5 Vypodtéte: 1713
sini{s5n/3) + tgim/3)+cosiin/a) + tgilin/fa)
Vysledek: 0,25

6 Wypoditejte sin(w/3)+cos(lllm/3)+cos(-n/2) = 1725
Vysledek:

£ Vypolitejte sin(35n/8) = 1717
Vysledek: -0,5

8  yypodtidte tg(-21ln/4d) 1730

Vysledek:  _1
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% yypo&td&te cotg300° 1735
Vysledek: -0,577

10. yypodtéte 2+tg0® + sinm - cos(3n/2) - cotgi(mn/2) 1741
Vysledek:

L yypodtdte tg(-&n/3) 1733
Vysledek: 1,732

12 yypoditejte cosi-9n/4) = 1716
Vysledek: 0,707

B yypolitejte cos(m/3i+cosi2n/3)i+cosi(-2n/3) = 1724
Vysledek: 0,125

4. yypoditedte sSinfa5° = 1722
Vysledek: -0,707

B yypoditejte cos(-720°) = L7
Vysledek: 1

B yypoltdte cotglldn/3) 1728
Vysledek: -0,577

U yypodtédte cotg(-8m/3) 132
Vysledek: 0,577

B yypoitéte: Lz
sin{-600%) - cos(-14107) - tg(-540°) - tg(-4057)
Vysledek: 1

B yypodtéte tgliin/s) 1726
Vysledek: 0,577

20 yypodtéte tgimse) — cotgin/é) 1739
Vysledek: -1,155

2. yypoldtdte Hecotg(3w/2) - Sesin2m + 2e+cosm 1743
Vysledek:  _o
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2 yypo&itejte sin(-Tu) = 1715
Vysledek:

2. Yypoditejte sinim = 1714
Vysledek:

% yypo&itejte cos(39m/18) = 1718
Vysledek: 0,866

B yypoditejte cos5l290° = 1720
Vysledek: -0,866

6. yypolfté&te tg300° 1734
Vysledek: -1,732

7 yypodtdte cotgl(-21m/4) st
Vysledek:  _1

8. yypodtéte Jecos(n/2) — 4+s5in(3m/23 + &Betgm 1744
Vysledek: 4

2. yypolftiéte cotgl(TIm/é) 1727
Vysledek: 1,732

0 yypodtite tg(-13n/4) - cotgi-13n/4) 1740
Vysledek:

3L wypodtdte tglldn/3) 1729
Vysledek: -1,732

2. yypodtdte tg({-945°) 1737
Vysledek:  _1

8. yypodtdte cotgl(-9457) 1736
Vysledek:  _1

&® Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi vyuzivame ke zjednodusovani vyraz( obsahujicich goniometrické funkce
a dale i k FfeSeni goniometrickych rovnic, jimiz se budeme zabyvat pozdéji.
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Prehled dulezitych vzorcl, které budeme &asto vyuZivat:

sin x
tgx=—"
COS X

COS X

cotgx = ——

sin x

sin (-x) = - sin x
cos (-X) = cos X

tg (-X) = -tg x
cotg (-x) = - cotg x

sin’x + cos’x = 1
tgx.cotgx=1

sin (X +y)=sinXx.coSy+ cosXx.siny
sin (Xx-y)=sinX.cosy-cosX.siny

cos (X +y) =CcOSX.CcoSYy-sinx.siny
cos (X-y) =cosx.cosy+sinx.siny

tgx+tgy
tg(x+y)=——""-—
g(x+y) 1_tgxtay
tgx—tgy
tg(x-y)=—"-
9>x=) 1+tgxtgy

sin 2x = 2sin X . coS X
2 .2
COS 2X = COS" X - Sin" X

1-tg“x
/1 COS X
sm
1+cosx
COS — 1/

/1 COS X
1+cos x

sin x+sin y = 2sin 2 Y cos XY
2 2
sin x—sin y = 2cos ~+ Y gin X =Y
2 2
008 X+ 08 y = 208 2 cos =Y
2 2
COS X —COS Y = —25in %Sin %

Priklad 1:
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Zjednoduste: cotgr + cotgy
tgx + tgvy
Reseni
1 1 tgs + tgy
_— — I
cotgr + cotgy tg= tgy tgz « tgy 1
= = = = cotgr « cotgy
tg® + tgy tg® + tgy tg®r + tgy tg® o« tgy
Priklad 2:
Z2i]ednoduste: sinx + cotgr + cos=
Reseni:
SO5 R
sin®x *+ cotg®x + cos®x = sinx *+ —  + Cos®R = 2C0OBR
sinx
Priklad 3:
Zjednoduste: sin‘=
1 - cos=R
Reseni:
sin‘=z 1 - cos?=z

1l - cos=R l - cos=x
Priklad 4:
Ziednoduste: (sinx + cosx}2 + (s5inx - cosx}2
Reseni:
isin® + cosz1? 4+ (sinz - cosx)? = 1 4+ 2ssinmecosz + 1 — 2+5inm+cosr = 2
Priklad 5:
Zi]ednoduste: cosd - sind

1 - tgd
Reseni
cosd — sind cosd — sind cosd — sind

= = = ¢Cosd
1 - tgd sind cosd — sind
1 —_
coso Cosn

Priklad 6:
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Ziednoduste: 1 1
+
) z
1 + tg-©ad 1 + cotg“d
Redeni
1 1 1 1
+ = + =
1+ tga 1+ cotgie sin‘a cos?d
1 + ——— 1 +
cos‘d sin‘d
1 1
— z .z —
+ = cos°d + s1in‘d 1
cosd + sin‘d sin‘d + cosid
cos2d sin‘d
Priklad 7:

Ziednoduste: sin(30°+2) + sin(30°-=®) =

Reseni:
sin(30°+=) + s5in(30°-®) = 2+5in(60°/2)+cos(22/2) = 251in30°cos® = cosx

Priklad 8:
Upravte a udejte podminky.

l1-cos?z cos?z 1
- + -1
g R ltcotg = cos TR
Reseni:
l-cosiz cosim 1 sin‘=z cosim 1
- + -1 = - + -1 =
1+tgzx l+cotgzx cos?x sin?=z cosix cos?x
1+ 1+
cos?xr sin®=x
1 - cos?z
= 2 2. _ L2 2 - 2 .
= E1N“R+C0E"R SE1n“H«Ccos5°® + = tg°=®r ; = o+ kn/f2
cosix
Priklad 9:
Upravte a udejte podminky.
S1inx l+coszr
+
l+cos = Ein=x
Reseni:
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sinx 1+cos® sinfz + 1 + 2cosz + cos®=x: 2« (14+cosE)
+ = = =
1+cos = sin= [ 1+cos®)+51inx [ 1l+cos®)+s5inx
2
= ; 2 o+ kKT
sinz
Priklad 10:

Zlednodutte a urdete podminky, pro které ma wvyraz smysl.
l+cos2R

- 4tcotgixtc052txf2j

1-cos A
Reseni:
1l+cos2 =R l+cos?z-5in‘=z cos R
- 4—cotg23-c052[x/‘2) = -4« T « cos®imi2) =
l1-cos=x l1-cos =z sin®=z
2eosim dscosirecos? (®/2)
_ 2 o2 o2
l-cos“(Z/21+s51n (& 2) sin“=
2co54R dscosirecos? (22
.- .2
2einc (=20 sin*=
25in“®+co5 ® — A+coS ®+5in (B2 +c0o0S2 (RS2
. .
Zesin“i®f2)+s51n* R
2sinfz+cos54xr - 2sin‘mecosiz

= = o s  * KT

2+5in?(®/2)+s5in“=

&® Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi - procvicovaci pFiklady
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1.

Pro wSechna d, pro kterda ma vyraz smysl, zjednoduste, L
tg2ad e Tgo
tg2d-tgd
Reseni: Ein2d sind 2sindcosd
tg2d s tgd cos2d cosd cosdcos2d Z2sindcosd
tg2d-tgd sin2d sind 2sindeosfd-sindcos2d 2cos?d-cos Zd+sin?e
cos2d cosd cosdcos2d
= 5in2d
Vysledek:  —{pn7d
2 Zjedneoduste a urfete podminky, pro které ma vyraz smysl. 1764
Einx®x + =1n%2 - sin3=z
cosR + cos85R - Ccos3R
Regeni: =in® + sinf® - s1in3=x 2+sin(BRf2)+cos(4RF2) — s51in3=
cos® + Cos5® — COsS3R Zecos (BR/Z)Vecos(4AR/2) - oS3
sin3za« (2+cos22 - 1
= tg3=z ; %2 *+= T/6tkniS = wies (14+2k)
COoS3Es (2ecos2x — 1) 2+ tunfeatkn
Vysledek:  +g3z ; = = (2k+1l)vxf6, = + txf6tkx
3.

Pro wSechna ® € B, pro kterda ma vyraz smysl, zjednoduste. 1769

1 + cos22R

- cotgix
1l - cos2=2
Reseni: 1 + cos2=® sinm + cos?z 4+ cos®m - sin‘=: costR
- cotgzx = - = 0
) 2 z -7 )
1l - cos2=2 s1ln“® 4+ cos*® - cos*®R + s1n‘= s1n“=®
Vysledek:
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4 Pro wiechna o, pro kterd ma vyraz smysl, zjednoduste. 1779
1 - tgfu
cos2d
Resent: sin‘d cosd-sin‘d
l —_
1l - tgzd cos?d cos?d 1
cos2d cosfd-sin‘a cosfd-sin‘d cos4d
Vysledek: 1/ cos 2y
5% Zjednoduste a urdete podminky, pro kterd mi vyraz smysl. L
1 sind 1
1l - sind cos2d 1 4+ =sindg
Reseni 1 sind 1 1+ sind - 1 + sind sind sind
1 - sind cos2d 1 + sind 1 - sin®d cosd cos i
id = T/Z2+ER
Vysledek: cind/coscd ; d * x/2+kx
6. Zjednoduste: 1 - sin‘d + cos?a 1756
Refeni: 1 — g5in®d + cos?d = 2cos?d
Vysledek: ooz 2y
" Zjednodufte: cos(d45%°+m) - cos(d5°-m) = 1758
ReSeni: o5 (45°+R8) — cos5id5°-®) = —2+5in(9%0°/2)1+51ini2x/2) = —-V2+5in=x
Vysledek: —v2.=1inx
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8 Pro wEechna % € R, pro kterd ma vyraz smysl, zjednoduZte. Lo
Z+51in® - s1n2=
- tg?i=w/2y + 2 =
2+51n® + s1n2=
Regeni: 2+sinx - sin2=x 2+5inx® - 2+s5inmrscosxr sin(=/2)

- tgfimi2zy + 2 = +2 =
2+5inx + s1in2=x 2+51nx® + 2+51nx+cosxr cos(r/2)
2+sinz+ (1 — cosx) sin?(=/2)

— + 2 =
2+sinz+ i1 + coszx) cosinr/2)
sj_nzlixf2) + cosztx.-‘z) - c052|{xf’2j + sj_nzl'le’Z) sinztx.-‘Z)
- +2 = 2
sinfixf2y 4+ cosim/2) + cos?(mi2) - sin‘fims2) cost(r/2)
Vysledek: o
% Zjednoduste a urdete podminky, pro které ma vyraz smysl. L17e
cos3d + cosd sin3dd + sind
+
cosdd + cos2d sindd + sin2d
Refeni:  cos3d+cosd sin3dd+sind 2cos (4d/2)cos (2d/2) 25in(d4d/2)cos(2d/2)
= + =
cosddtcos2d sindd+sin2d 2eos (6L f2)Cos (2d/2) 2sin(ad/3)cos(2d/2)
cos2d sin2d sin3deos2dtces3dsinld 2sinsd
+ = = ol o= kn/s
cos3d sin3ad sinddcos3d sinéd
Vysledek:  2=inSd/=in6d ; d += kx/l6
0. Pro wiechna o, pro kterd ma vyraz smysl, zjednoduste. 1778
2tgd
sinzd
Reseni: 25ind
Ztgd cosd 1 sin‘d+cos?d
= = = = 1+tgid
sin2d Zeindcosd cosd cos?d
Vysledek: 1+‘I:g'2c:|'.
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1 Ziednoduzte a urdete podminky, pro které mid vyraz smysl. LS
1 - cos2d sin2d
+
sin2ad 1 + cos2d
Reseni: 1-cos2d sin2d sin®d+ecos?d-cos?d4sin?d 2sindecosd
+ = + =
sinza 1+cos2d 2sindcosd sinfd+cosid+cos?d-sin?d
=ind =ind
= + = 2tgd ;7 d += kmn/Z2
cosd cosd
Vysledek: Ztgd ; d + kxf?
20 Pro wiechna d, pro kterd mid vyraz smysl, zjednoduste. 1780
cosd + sind cosd — sind
cosd — sind cosd 4+ sindg
Regeni: cosdtsind cosd-s5ind cos5td42sindcosdtsin?d-cos2d+2?sindcosd-sin?d
cosd-sind cosdtsind cos d-sin‘a
2s51in2d
= 2tg2d
cos2d
Vysledek: 2tgld
13 Pro wiechna %= € R, pro kterd ma vyraz smysl, zjednodudte. Lt
sin®x + sin3=
- tgizzy + 1 =
COER + CoE3R
Regeni: sinx + sin3i= 2sin(dxr/2)+cos (22/2) Sin2=
- tgi2x) + 1 = - + 1 = 1
cos® + CoE3X 2cos AR 2)scos (222D COE2X®
Vysledek: 1
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4. Ziednodudte a urfete podminky, pro kteréd ma vyraz smysl. 1763
sSin(30%+x=) - =sin(30°-=:=)
cos (60°+x) 4+ cos(60°-=:)
ReSeni:  5in(30°+=2) - sin(30°-=x) 2+c05(60° /2)+5in(2R/2)
= = Y3.tg=m ;
cos(B0°+=®=) + cos (607 -2) 2ecos (1207 /2 ecos (22729
® o+ T/f2+ET
Vysledek: 3. tgm ; = + =f24k=x
15. 1767

Z]ednodustte a urdete podminky, pro které ma wvyraz smysl.

1 + cos2=

1l - cos2=
Regeni: 1+ cos2=x c05°® + sin®z + cos®x - sin‘=z:
= = cotgir ; B+ k=
1 - cos2=2 co5°® + sin®z - cos®x + sin‘=z:
Vysledek: CDtg’E}Ij ® * kx

16. Ziednodudte a urfete podminky, pro kteréd ma vyraz smysl. 1766

E1nZz=x
1l - cos2=
Reseni: 5inz= Z2+5inX+COSHE Z2+5inX+cCcoOSE
= = = cotgRs R += ku
1l - ¢cos2A 1 - cos?x + sin‘= 2+5in?=

Vysledek: cotgr; = * kx
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U pPro wEechna = € B, pro kterd mid vyraz smysl, zjednodufte. Lz
tgR+tg2 R
tg=m - tg2=zr
Resent: sinx+sinZ= sinzx+sinZ=
tgr«tg2= COERCCOE2R COERCCOE2R
tgr - tg2= Sinx S1inZ=x S1n®+C052R — S51N2R+C05E
COBR CoS2R COERCCCOEZ2ER
2+sin“micosz
= = - 51in2=
sinz+icos?z — sinz - 2ecosizm)
Vysledek: _=ipn2?g
18 Ziednoduste: sin‘d + tgd + cos‘d 1757
Reseni: sinid 1
sinfd + tgfd + cos5fd = 1 + tgfe = 1+ —— =
cosid cosid
Vysledek: 1,-"':::::521:{
19 Upravte a udejte podminky. 1761
2tg=n
z
1+tg* =
Reseni: Scinm
2tg= COER 2+E5inR+ OSSR
= — = = 51n2® ; % = Wi2+kn
l+tgiz sin‘=z cos?r + sin‘=z

COSEH

Vysledek: =ipnZx ; = = =/2+kx
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N ygpravte a udejte podminky. 1760
sin‘=z
l+cos =
Reseni: sinzx 1—COSER
= = l-cos® f 2 * MT+2kT
l+cos l+tcos R
Vysledek: 1 _cazr ; ® o+ x+2kx
2l zZjednoduste: sin‘z - 1 1755
cos?r - 1
Resen sin‘z - 1 cos?z
= - = cotgzx
2 .2
cos R — 1 S1n- R
Vysledek: Cgtgzx
2. Fjednoduste a urdete podminky, pro které ma vyraz smysl. 1773
sind + sin3d + sinSd + sinvad
cosd + cos3d + coshd + cosTd
Reseni: sind + sin3d 4+ sinSd 4+ sin7Td Zein(Bdf2)scos (AL /21 +2sinl B /2 rcos (20720

cosd + cos3d + cos5d + cosTd 2¢cos (GUf2)+cos (BU/2)+2Ccos5 (Bd/f2)sCco5 (2d/2)
sindd+(cos3d + cosd)

=  tgdd ; d += n/8ét+kn/d, o += wfd+kni/2, od += wmi2+kn
cosdds (cos3d + cosd)

Vysledek:  faay ; d + m/84kxfd, d += zfddkxs2, d = x5/ 2+4kx
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2. Zjednoduste a urdete podminky, pro kterd mi vyraz smysl. 1768
1 - tgzx
COS2 R
Reseni sin? cosfx - sin‘=z
l —_
1 - tgzx cos?m cos?zr 1
= = = ;
z . Z .2 2
CoOS52R cos*® — sin“= cos*® — sin‘=z CO5 R
A o*= T/2+kn, E + n/d+kn/Z
Vysledek: 1/ cmz2x ; 0 ® o+ x/P4kx, x: o+ mfdtkss?
4. Upravte a udejte podminky. 1759
cosir
l-=in=
Reseni: cosim l-sin‘=z
= = l+4sinx ; =® += TiZ2+2km
l-=in=z l-sin=zx
Vysledek: 1 4zinx ; m o+ xS 242kx
% Ziedneoduste a urdete podminky, pro které ma vyraz smysl. 1765
sin2=
cosim
Reseni: sin2= 2+51inR+ 05 R
= = 2tgr ;7 R * W/24+km = (2Zk+1lism/f2
costzr cos®x
Vysledek: 2+ ; = o+ (2k41) omS2
%6. Fiednoduite a urdete podminky, pro které mi& vyraz smysl. 1762
siHEX*L1+cotgx} + coszx*(1+tgx} - 1 - =sin2=
Regeni: sinzx+(l+cotgx) + coszx+(l+tgx) - 1 - sin2=® =
COS X Einx
= sin®z + sin®m+«—— + cos5®2 + cos5ir+—— - 5in‘® - co5%® - 2+5inR+cCoOSR =
sinx COS X
=0 ; ® = kun/2
Vysledek: ; x = kr/2
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&® Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice jsou takové rovnice, které obsahuji neznamou v argumentu goniometrické
funkce.

PFi feSeni goniometrickych rovnic vyuZijeme vztahl mezi goniometrickymi funkcemi, znalosti grafli jednotlivych
goniometrickych funkci a dale tabulky ddlezitych hodnot goniometrickych funkci. VZdy musime vzit v Gvahu
periodu jednotlivych goniometrickych funkci.

Priklad 1:

Reste rovnici sin x = 0,5

Reseni:

Z tabulky dilezitych hodnot goniometrickych funkci vime, Ze sin x = 0,5 je splnéno pro x = 30°.
Plati tedy, Ze x3= 30° + k.360°

Funkce sinus nabyvé ale hodnoty 0,5 jeSté pro Ghel (180° - 30°) = 150° (k zavéru dospéjeme nejsnaze, pokud
si pfedstavime prdbéh grafu funkce sinus). Dostavame tak druhé feseni:
X2 = 150° + k.360°

Obé feSeni Ize vyjadfit i v obloukové mife:
A1 = mietZkm
Haq SmiB+2krn

Priklad 2:
Reste rovnici:

: 3
Sin X=——
2

Reseni:

Pokud je hodnota zapornd, vytvofime si nejprve hodnotu pomocnou, a to s kladnym znménkem. Resime tedy
nejprve pomocnou rovnici

3

sin X=—
2

Vyjde nam tak pomocny Uhel xo = 60°. ProtoZe ale hodnota ma byt ve skute¢nosti zaporna, urime z grafu
hodnotu neznamych:

x1 = (180° + 60°) + k.360° = 240° + k.360°

X2 = (360° - 60°) + k.360° = 300° + k.360°

I v tomto pfipadé Ize oba vysledky vyjadfit v obloukové mife:
¥; = 4dx/342k=x

¥s = 5x/342kx

Priklad 3:

Reste rovnici sin 2x = 0,5
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Reseni:

V tomto pfipadé je vhodné pouzit substituci: y = 2x
Resime pak rovnici sin y = 0,5

Z pfikladu €. 1 uz vime, Ze tato rovnice méa dvé feSeni:
y1= 30°+ k.360°

y2 = 150° + k.360°

Vratime se k substituci a dostaneme:

2x1= 30° + k.360° a odtud: x1= 15° + k.180°

2x2 = 150° + k.360° a odtud: xo = 75° + k.180°

I tyto vysledky Ize vyjadfit oba v obloukové mife:
¥, = x/124k=x
¥: = 5x/124k=

Priklad 4:
Reste rovnici: cos 3x . sin 2x =0
Reseni:

VyuZijeme véty, 7e soudin se rovna nule tehdy, je-li roven nule alespori jeden z &initeld. Proto Fedeni rovnice
rozdélime na dvé ¢asti:

1. Cast:

Redime cos 3x =0

Substituce: y = 3x

Rovnice cosy = 0 ma feSeni:

y1-=90° + k . 360°

yo-= 270°+ k . 360°

Vzhledem k tomu, Ze ale 270° = 3 . 90°, vidime, Ze vlastné Ize oba vysledky sloucit do jednoho, protoze se
vlastné jedna o vSechny liché nasobky cisla 90°.

Ziskame tak feSeni:

y1= (2k + 1) . 90°

Pozn.: Liché nasobky vyjadfujeme (2k + 1), kde k je libovolné celé Eislo, a sudé nasobky vyjadifujeme 2k, kde

k je libovolné celé Cislo.

Vratime se k substituci a ziskame:
3x1= (2k + 1) . 90° neboli x;= (2k + 1) . 30°

2. Gast:

Redime sin 2x = 0

Substituce: y = 2x

Rovnice siny = 0 ma dvé feSeni:

yi =0° + k. 360°

y2 = 180° + k . 360°

Vzhledem k tomu, Ze ale 180° =2 . 90° a 0° = 0. 90°, vidime, Ze se vlastné vZdy jedna o sudé nésobky Cisla
90° a pri predstaveni si grafu zjistime, Ze se jedna o vSechny sudé nasobky ¢isla 90°. Ziskdme tak opét jediné
feSeni:

y2= 2k . 90°

Vratime se k substituci a ziskame:

2xo = 2k . 90° neboli xo = k . 90°

Oba konecné vysledky Ize opét vyjadfrit v obloukové mife:
] = =/ 6+kx/3
®y = kx/2
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Priklad 5:

> .. 2
ResSte rovnici: 4cosX + 4cosx -3 =0
Reseni:

Substituce y = cos x

Ziskdme tak kvadratickou rovnici 4y2 +4y-3=0
Zjistime, Ze tato kvadraticka rovnice méa kofeny:
yi=-1,5 a y»=0,5

Vratime se k substituci:

cos x1=-1,5
Tato rovnice ale nema FeSeni, protoZe obor hodnot funkce y = cos x je <-1; 1>
cos x2= 0,5

X2 = 60° + Kk . 360°
x3= (360° - 60°) + k . 360° = 300° + k . 360°

ReSenim tedy je x; = 60° + k . 360°, x2 = 300° + k . 360°, neboli v obloukové mite:

By = Wi3+2kn
Ay = —-n/3+2kn

& Goniometrické rovnice - procvitovaci pfiklady

1L Reste rovnici: sin’x - 2sin X . cos X - cos°X = 0 1799
Reseni:  gin?z - 2sinzcosz - cos?z = O |: cos?xr, cosm = 0 = X #+ $0°+k«1&0°
tgzx - 2tgx - 1 =0 | substituce y=tg=zn
yi -2y - 1 =10
¥iz = (24443372 == yi=1+¥2 =+ tg=m=1+¥2 =» =} = 67°30"+k.180°
yp=1-¥2 =x tgx=1-¥2 = =2, = -22°30"'+k+180°
Vysledek: ) = £7"30'+k.180°%, m, = -22°30'4k.180°
2 Reste rovnici: 1812
2 293
— stglR/Z2ATSLY = - T
Y3 3
Reseni:
Vysledek: =(142k)
3. Reste rovnici: sin®x + 1,5c0s”x = 2,5sin X . COS X 1801
Reseni: sin®z® + 1,5ces5%2 = 2,5sinrcos=a |:coszx, cosx + 0 = =® *+ 90°+k+180°

tgiz + 1,5 = 2,5tg=
2y? - 5y + 3 0
yiz = (53V(25-24)3/4 => y;=1,5 => tgz=1,5 => = = 56°19'+k.180°
ya=1 == tgzm=1 =+ zp; = 45°+k.180°
Vysledek: 3z, = 56°19'4k.180°%, x, = 45°4k.180°

+2 substituce y=tg=x
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4 Reste rovnici:

sin3=® + ¢os® = sin® - ¢osS3R

Reseni:  =£ip3® + cos=z

sin3z-sin=x

2eoE?2XE1nx

2eos2®isinzgtcosry = 0
cos2® = 0 =» 2R = mf2+kx
sinxtcos® = 0 => S1h® = —-COBX
Vysledek: 2 = i Atk 2
5 Reste rovnici:
sin(=+w/2) = siniat-32)

Reseni:

Vysledek: ¢ = g/8+4krs?

6. Reste rovnici:
tgx - cotgr = 1

Reseni:

Vysledek: 3 = 58°1714k.180°, ®, = 31°43'+k.180°

7. Reste rovnici:
1
—  « cCcos(2E‘tTi3
{5
Resenf:

Vysledek: 3 = g/ 3d4k=

8. Reste rovnici: cos2x =1

Reseni:

Vysledek: ¥ = kx

= 5in® - ¢os53R

—CoOS3R-COER

—Z2CO0EZ2ACOER

V5

9. Reste rovnici: cos 2x = 2cos X

Reseni:

Vysledek: £,=111°28"+k.360°%, %,=248°32"4k.360°

10.  Reste rovnici:

1
+ cotgzr - 1
sin‘z
Reseni:
Vysledek: . 1 = xi24k=x,

= 0

e = 3x/d4kx

1833

mid+kms2
Imfd+kn

i+
[te]
]
I
|
|_.
1
W
-
PR
([

1832

1828

1808

1781

1796

1814
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11. Reste rovnici: 1785
tgr = —-¥3
Reseni:
Vysledek: ¢ = 2z/34+kx
12. Reste rovnici: 1817
2e05r = —Y2cosm
Reseni:
Vysledek: 3, = x/24km, m, = 35/442kx, =, = 5r/442kx
13.  Reste rovnici: 1819
cotg?nr = ¥Yicotgm
Reseni:
Vysledek: g, = m/24km, . = &/ 64+kx
14. Reste rovnici: 1823
?sin“z + 2sinz - ¥3sinz = V3
Reseni:
Vysledek: g, = —g/242km, o = =2/342kx, =, = 22/342kx
15 Reste rovnici: 1815
1
2tgr - ——— =10
COSzx
Reseni:
Vysledek: 3 = x/d4kx
. .. .2 R 2
16.  Reste rovnici: 6sin“x + 3sin X . cos X - 5c0s“x = 2 1800
Regeni: 65in®z + 3s5inzcos® — Scosim = 2
6s5in®z + 3s5inzcosx® — Scos?z = 25inz + 2cosiz
4sin®z + 3sinmcosz - Teosizm = 2 |: co5%R®, cosr = 0 =» =R =+ 90°+k+180°
eltgzx + 3tgr - 7 = 0 | substituce y=tg=zx
ay? + 3y - 7 =0
¥i2 = (-3xV({9+112))/6 = yy1=-7/4 = tgm=—-7/4 => =y = 119°45'+k.180°
vo=1 ==  tgm=1 => mg = 45°+ke180°
Vysledek: 3z, = 115°45'4k.180%, x, = 45°4k.180°
17.  Re&te rovnici: sin’x - cos’x + sinx =0 1794
Reseni:
Vysledek: g, =_n/242kxn, ®, = ®/642kx, =, = 5x/642kx
18.  Reste rovnici: 2tg x - 3cotgx =1 1792
Reseni:
Vysledek: 3, = 56°19'4%k.180°, ®, = —45°4k.180°
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19, Reste rovnici: 1807
cos(drtn/2) = ¥3/2
Resenf:
Vysledek: ) = _x/124kx/2, mo = x/34+kx/2
20 Reste rovnici: Lot
5 4+ =sin=x
= 3
1l - sin=x
Resenf:
Vysledek: . = Ta/642kx, mo, = 1lx/642kx
2. ReS&te rovnici: 1818
tgzx = —tg=x
Resenf:
Vysledek: 1, = kx, -, = 3x/4d+kx
22.  Res&te rovnici: 1816
2s5in‘® = Y¥isinxz
Resenf:
Vysledek: 2 = kg, m, = x/342kx, =, = 2x/34+2k=x
23.  Reste rovnici: 1810
cotgi(3r-nfie) = 1
Resenf:
Vysledek: = S5x/364kxs3
24 Res&te rovnici: 1783
tgx = ¥3/3
Resenf:
Vysledek: ¢ = g/ 6+kx
25.  Res&te rovnici: 7sin X + 4cos x = 8 1802
Regeni: 75inz® + 4cosr = &
Tsini(2=x/2) + dcosi(22/2) = &
ldsini®/21cos(®/2) + dicos? (m/2)-sin(®/2)) = &sin®(#/2) + &cos?im/2)
12sin?(=/2) - ldsin(z=/2)1cosi(zr/2) + dcos?(=i2) = 0 |:c052(xf'2)
12tg?(=/2) - ldtglzaf2) + 4 = 0 | tgizi2)y=y
12y2 - 1dy + 4 = 0 |:2
6¥% - Ty + 2 = 0
vig = (T+{id9-48)1/12 =>
== y1=2/3 => tglm/2)=2/3 => R®/2=33°41"+k.180° => =y = 67°22'+k+360°
va=0,5 =»> tgiz/2)=0,5 => =R/2=26°33"+k.180° => =y = 53°07'+k.360°
Vysledek: ®p = T 224k 3607, o = 5307 "4k 360°
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2. Reste rovnici: 1825
sinz® + =inZ2=® = =in3i=x
Reseni: sin® + 5in?=® = s5in3=x
Eln?® = 51ln3zx-sinzx
ZEINACOER = ZC0EZ2XEINX
SinRicosr-—Ccos28) = 0
sinr = 0 =x =®y = k=
COSE-CoEZ2E = 0
cos®-icosi®-sin®®) = 0
cosx—c0523+(l—c0523} = 0
2ecos?®r-cosx-1 = 0 | y=cos=z
2y*-y-1 =
¥ia2 = (1t (1+8)) /4 == ¥i=1 =x cos®=1 == =® = 2k=u
¥gp=—0,5 =r cosx=—0,5 == =#p = 2n/3+2kT
Hq = Am/3+2kn
Vysledek: 3, = kx, mo = 2x/342kx, =, = 4x/342kx
27 Reste rovnici: 1804
sin‘=z 1
+ coszxttgx = =
tg= 2
Reseni: cin?z 1
+ coszxttgx = = | tgr = 0 == =® + K=
tg= 2
sin‘=z sinz 1
+ cos?zs = — | cosX o+ 0 == 2 = If24+k=x
sinx COS X 2
COSX
Ein®Ccosx® + CcosRsinx = 0,
sin2x = 0,5 = 22r{ = n/6+2kT =» R®{ = m/lZ+kT
22, = Sm/6+2km =» Ry = Su/12+k=x
Vysledek: ) = ®/12+4kx, ®my; = 5x/12+kx
28 Reste rovnici: 1829
2cos?® = 3sinz
Reseni:
Vysledek: | = g/ 642kx, ®, = 5S5x/6+7k=x
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29.  Reste rovnici: 1826
sin(=/2y + cos® = 1
Resent: siniz/2) + cosm = 1
siniz/2i+cos? (#/21-5in?(®/2) = sin? (®/2)+cos?(xr/2)
2sin? (®/2)-s5in(®/2) = 0
sin(®/21+(2sin(x®/f21-11 = 0
sin(z®/2) =0 == =®/2 = kn =» =2y = 2k=m
25in(®/2)-1 = 0 =» sin{=/21=0,5 = Hg/2 = n/6+2kn =» =®y; = n/3t4dkn
Bqf2 = Su/642knm => Ry = Su/3+4dkn
Vysledek: . = 2kx, m, = x/3+4kx, =, = 5x/3+4dkx
30.  Reste rovnici: 1827
sinx + cos2E = 2
Resent: sin® + coszZ® = 2
sin® + cos®® - sin‘® = 2sin‘® 4+ 2cos‘=z:
355in“® - sinx + cos‘® = 0
35in‘z - sinx + 1 - sin‘=z = 0
2sin’z - sinz + 1 = 0 ¥=51n=
2y? -y + 1 =0
v = (1x¥(1-8)) /4 => rowvhnice nema FesSeni
Vysledek:  Rovnice nemaé Fesen.
3l.  Res&te rovnici: 1806
Z2sini®/3+niay = 3
Resenf:

Vysledek: 3, = x/246kx, =, = 3x/246kx

32.  Reste rovnici: tgx =1 1782
Reseni:

Vysledek: = giddkx

33.  Reste rovnici: sin 2x = 3sin®x 1797
Resenf:

Vysledek: x| = k.180°, ®, = 33°41'4+k.180°

34.  Reste rovnici: sin x. cotg 2x =0 1786
Resenf:
Vysledek: 32 = (142k) =/ 4

35 Reste rovnici: 1831
cosir - B5inz + 6 = 0
Resenf:

Vysledek: ¢ = g/ 24+2kx
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36. Reste rovnici: 2sin’x +sinx-1=0 1793
Resenf:
Vysledek: | =_g/242kR, ®, = =/ 642kx, =, = 5xf64+2kx

37.  Reste rovnici: sinx. (1 + 2cos x) =0 1781
Resenf:
Vysledek: ) = kx, mo = 2x/342kx, =, = 4x/342k=x

38. Re&te rovnici: 3cos®x - sinx - sin 2x =0 1790
Resenf:
Vysledek: ¥y = —-71734"4+k.180°%, ®, = 45°+k.180°

39.  Reste rovnici: cotg 6x = -1 1784
Resenf:
Vysledek: ¢ = giodtkn/6

40. Re&te rovnici: 2sin’x = 3cos X 1795
Resenf:
Vysledek: ) = £/342kx, m. = -x/342k=x

41 Re&te rovnici: cos 2x = cos® 2x 1803
Resenf:
Vysledek: %, = m/d4kriZ, 2 = kx

42.  Reste rovnici: 1788
sE1n2=

= 0

COS R
Resenf:
Vysledek: g = Iryg

43.  Reste rovnici: 1798
tgd = sin2d
Resenf:
Vysledek: o | = k.180°, do = 45°+4k.50°
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44.  Reste rovnici:
sinx®x + s5in?=® = sin3=
Reseni: 5in® + 5in?=® = sin3=x
E1n?® = sin3x-sin=x
2einz®cos® = 2cos2Esins
sinxlcos®-—Ccos28) = 0
sinx = 0 = =®m; = k=u
COER-COEZ2E =
COSHE-(CO5 ®-5in‘m) =
cosx—coszx+(l—coszx} =
2ecos?m-cosr-1 = O | Y=C0O5 R
2y%-y-1 =
yig = (1x¥(1+81)/4 == yq=1 == «cosm=1 == = = Zk=x
yy=—-0,3 == ¢cosx=-0,3 =» Xz =
Ra =
Vysledek: 3, = km, m, = 2&/347kx, =, = 4x/342kx
45.  Reste rovnici:
tgi2z-n/6) = ¥3
Resenf:
Vysledek: ¢ = g/d4krs?
46.  Reste rovnici: sin x . cos x == 0,25
Resenf:
Vysledek: g, = ®/124kx, ., = 5z/124kx
47.  Reste rovnici:
sin‘=z
+ coszx'tgx =1
tg=
Resenf: cin?z:
+ c0523¢tgx = 1
tg=x
sin‘= sinx
+ cos®me = 1
sinzx COS R
alet:1
sin®cos2 + sinxcosz® = 1
ginZx =1 = 22 = Ti242kn = = =
Vysledek: ¢ = g/d+kx

1824

2n/3+2kn
ATf3+2kT

1809

1789

1820

Tifdtkn
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48.  Reste rovnici:

1 4+ =sinx

cotgR
OSSR
Re§en|’: l + = l nz

= Ccotg=®
COSR

1 4+ sin= COS R

cos®R o+ 0,

sin=x

ZR." COS:ER

CosR
sin® + sin

sin

sin® + sin‘=z 1
%2 + s5inx - 1

2vd + vy - 1
¥iz = (-1t¥(1+8)1/4 =»

=
2

Z2sin ] ¥=51nx
= 0
¥i=-1 =

¥a=0,5 =x

sin=x

sinx

Vysledek:

®) = 642kx, ®- 5xf 642kx

49.  Res&te rovnici:
sin(2=z-1w/47
Resenf:

-0,5

Vysledek:

®1 17x/244kx, %o = 25x/244+k=x

50.  Reste rovnici:
Vitg®= + 2tgm - V3

Reseni:

= 0

Vysledek:

¥ = 2x/34kx, x- x=f 6+kx

51.  Reste rovnici:
Einx
cotg= +
1l + cos=x
Reseni: cin®
cotgr + sinx += 0,
1 + cos=R

in

cosx(l+dcosRI+451n

cosRtcos ®ts5in®-25inx®-2s5inxcosx

cosRtl-2sinzildcos R

(cosr+l) (1-251inr) =
COE R -1 =x

0,5 ==

coE R+ 1

1-2sins = 0 sinx = Hq

£2

Vysledek: | = 64+2kR, ®- S5x/E642kx

I
|
o

SO R F

sinz = 0

0,5

== ® *= kuiZ2

=>
==

-m/2+2kn
m/e+2kn
SmiBa+2kn

x:
P

Ra =

-1 ==

2sinzr(l+cos =)

]
a
]

nema fefeni

Tfe+2kn
Sumfie+2kx

1821

=>= NBE

1805

1811

1822

2 *+= KT
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52.  Res&te rovnici: 1830
25in® + Tcos® - 5 = 0
Resenf:

Vysledek:  y, = x/342kx, ®, = 5Sx/342kx

53.  Reste rovnici: 1813
tgr - cotgr -2/¥3 =0
Resenf:

Vysledek: g, = g/3+kr, ®, = Sx/6+kx

&® Sinovavéta

Sinova véta

Véta: V trojuhelniku ABC plati: a: b :c=sina :sinp : siny

Lze zapsat i jinak:
a _sino b _sinf

C_siny

b snp.c sny.a sina

nebo
a b c

sina. sin B siny

Dlkaz:

Clcos2a,; sinZo]

B[1;0]x

Volme jednotkovou kruznici.
Plati:

\BC\:a:E
"
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Pouzijeme pro trojuhelnik ZBC Pythagorovu vétu:

a2

BC|" = =5 =sin ? 20 + (1—cos 2o} =sin * 20 +1—2c0s 20, +C0s* 20t =
r
= 2-2c0s20 = 2,(1-c0s 20 )= 2.(sin 2ot + cos? o — cos?at +5in 2at )=

=2.2sin%a =4sin 2o
2

a .

— =4sin’a

"

a, r, sina. jsou kladné hodnoty, proto miizeme odmocnit a dostaneme:
a

—=2r

Sin o

Obdobné bychom dokazali:

b =2r L:Zr

sinp . siny

Odtud tedy plati:
a b c

sno sinf siny

Slovni vyjadreni véty:

Pomér dvou stran v trojihelniku je roven poméru sinl protilehlych ahld.

UzZiti sinové véty:

Zname-li bud’ dva ahly a jednu stranu nebo dvé strany a Uhel leZici proti jedné z nich.

Sinova véta plati pro obecny trojuhelnik, nikoliv tedy jen pro trojuhelnik pravoudhly.
Priklad 1:

Reste trojuhelnik ABC, je-li dano:

a=123,07 m

f =65°30" 127~
y =72°02° 3677

Zname stranu a, proto potfebujeme znéat i Ghel lezici proti ni. Snadno ho vypocteme:
o =180° - (B +y) =180° - (65° 30" 12" + 72° 02 36" ") = 180° - 137° 32" 48" "=
= 42°27712°"

a b
sina sin B

a.sin
p_asnp
SN o
b 123,07.sin 65°3012
sin 42°2712°

b =165,92m
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a ¢
sno siny
c_asny
sin o
o 123,07.sin 72°02°36”
sin 42°2712°

c=173,45m

V zadaném trojuhelniku m4 tedy Uhel a velikost 42°27712° 7, strana b je dlouha 165,92 metru a strana ¢ méa

délku 173,45 m.

& Sinova véta - procvicovaci priklady

1 Uré&ete welikest 1hld a pomér stran v trojuhelniku, JehoZ nhly Jsou 1848
v poméru 4 @ 5 @ 6.
Visledek: 3 ;b : e = 0,74 : ¥3/2 : 0,95

2. Jak vwvysoka Je vé&Z, wvidime-11i jeji patu z cokna, umisténéhc 15 m nad 1845
horizontalni rovinou, v hloubkovém thlu o = 12°50' a wvrchol ve wySkovém
nhlu L = 25°12%'40'" 7
Vysledek: 46 m

3. Aby mohla byt stanowena vwzdAlencst dvou beodi &, B oddélenych od sehe 1843
fekou, byla na jednom bfehu feky zméfena zakladna |AC| = b = 136 m a uhly
|4caB| = o = 70°21'51"",  |4ACB| = y = 43°44'9"" . Jaka je vzdilenost
bodl A, B ?
Vysledek: 103 m

4. Urcete délku strany a trojuhelnika ABC, je-li dano: 1836
b = 16,52 m, B = 38749"48"", To= 25°31%12""
Vysledek: 23 765 m

5 Urcete délku strany c trojuhelnika ABC, je-li dano: 1838
a = 135,33 m, L = 45°5D'32”, o= 1071617 " "
Vysledek: 319 1 m

6. Fe dvou mist A, B na mofi, jejichZ vzdAdlencst je 3 740 m, byla pozZoTrovAha 1842
lod L pod Uhly |<4LAB| = 72°35', |<4LBA| = £1°41'. Vypo&téte wvzdalenost lodi
od obou mist A, B.
Vysledek: 85233 m 8219 m

7. Urgete velikost vnitfniho Ghlu pfi vrcholu B trojuhelniku ABC, je-li dano: 1841
a = 746,38 m, ¢ = 1 &34,4 m, y = l45°g"40""
Vysledek:  21° 347 48"~
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8. Urcete délku strany b trojuhelnika ABC, je-li dano: 1837
a2 = 135,3 m, B = 48°50"32*", v = 107°1e*17""
Vysledek: 251 6 m
9 Vypocti stranu c, je-li v trojahelniku ABC dano: 1835
b = 18,52 m, B = 38749%48"", T o= 25°31%12""
Vysledek: 11 35 m
10. Urgete ostatni thly v trojahelniku ABC, je-li dano: 1839
b = 13,6 m, « = 22,5 m, B = 21°3&8"10""
Vysledek: Y1 = 371590 = 37°35vaore
Yy = 142,41°= 142°24%34""
iy = lBClﬂ'—E—‘j'l = 120,77° = 120%4st'2&""
dyg = lBDo—B—T‘g = 15,95° = 15°57%'12""
1. 7z wy%iny, lefici &0 m nad hladinou rybnika, Jje vidét mrak wve vyikovém 1849
nhlu 56° a jeho obraz wve wodé v hloubkovém dhlu 58°. Jak vwysoko je mrak
nad hladinou rybnika ?
Vysledek: 2094 m
12, Wepfistupny bod C v rovind byl raméfen ze dveu stanoviit A, B, 1834
vzddlenost ¢ = 56 m, pod uhly |<4BAC| = 4%°37', |<4ABC| = sa8°20°.
soudet wzdédlenosti bodu ¢ od obou pozorovatelen?
Vysledek:  107.8 m
13. 15 m wysocka budowva je wzdAlena 30 m od bfehu feky. 2 wodorovné stfechy 1844
této budovy Jje vidét Sifku Ffeky pod thlem 15°. Jak Siroka je feka?
Vysledek: 43 3 m
14, yr&ete wvelikost 1hld a pomdr stran + trojihelniku, Jjeho? 1thly jsou 1847
v poméru 2 : 3 : 4,
Vysledek: 5 - B : e = 0,64 @ Y372 : 0,98
15, Urdete welikost 1hldl a peomér stran v trojdhelniku, Jjehof 1thly jsou 1846
v poméru 1 : 2 @ 3.
Vysledek: 5 - B ¢ = 1 : W3 : 2
16.  Ur&ete velikost vnitfniho ahlu p¥i vrcholu A trojuhelniku ABC, je-li dano: 1840
a = 746,38 m, ¢ = 1 &34,4 m, y = l45°g"40""
Vysledek:  13° 18” 36"~
& Kosinova véta
Kosinova veta
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Véta: Pro kazdy trojuhelnik ABC s vnitfnimi Ghly a, B, y , a stranami a, b, c plati:
a’=b’+ c’- 2bc.cosa
b°=a’+c’- 2ac.cosp
c=a’+Db’- 2ab.cosy

Dlkaz:

ﬁ“\\\ Blcose; sine)
1
c a
o
A=P b h k3

2
a’ =[BC[ = %

C C

2 2

2 b ) b b )

\BC\ =(——005aj +sin o0 == —2—cosa +cos’a +sin “a =
C

b? 2b

=—+1-—cosa
C C

a’= b’ + ¢’- 2bc.cosa

Je-li o > 90°, pak cosa = - cos(180° - ) a plati tedy:
a’=b*+c’ +2bc.cos(180° - o)

Kosinova veéta plati téZ, podobné jako sinova véta, pro obecny trojuhelnik.
Priklad 1:

Reste trojuhelnik, je-li dano: a=7cm,c=4cm, p = 78°

Reseni:
a=7cm
c=4cm
B=178°
b=7?[cm]
a=?[""]
y=2["]
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b*=a’+c’- 2ac.cosp
b’=7*+4%-2.7 .4 .cos 78°
b®= 49 + 16 - 56 . cos 78°
b= 53,3576
b = 7,3 cm (po zaokrouhleni)
a b
sino  sin B
) a.sin
o =298
) 7.sin 78°
sino =——=0,9379
o = 69° 42~
a ¢
sino SNy
) c.sin a
siny =——
4.sin 69°42
ny=———=0,5359

y =32° 247
Zavér: Zbyvajici prvky trojuhelnika jsou b = 7,3 cm, o = 69° 427,y = 32° 24",
Poznamka: Uhly o a y mUQZeme téZ vypocitat podle Kosinové véty:

2 2 2
a’=b"+c-2bc.cosa

b? +c?—a?
cosop = ————
2bc
2 2 2
cosa = M =0,3474
2.73.4
o = 69°40”

c’=a’+ b>- 2ab . cos Y

a’+b?-c?
coSy = ————
2ab
2 2 2
cosy =13 =4 _ 8443
2713
y = 32024

Vysledky jsou tedy pfiblizné stejné. Nepatrna odchylka vznikla zaokrouhlenim Ghld na minuty. Kdybychom
pocitali ve vtefinach, byly by vypocty presnégjsi.
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& Kosinova véta - procvitovaci priklady

L Ur&ete velikost Ghlu vy v trojahelniku ABC, jehoz pomér stranje a:b:c=4:5:6 1872
Vysledek: go° 49~

2. Urcete velikost Ghlu y v trojahelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=2:3:4 1869
Vysledek:  104° 29~

3. Urcgete velikost strany a v trojuhelniku ABC, je-li dano: 1863
o =26°38716"",b=683,1m,c=534,7m
Vysledek: 3155 m

4. Urcete velikost Ghlu a v trojuhelniku ABC, je-li dano: 1866
a=40m,b=23m,c=23m
Vysledek:  190° 49~

5 Yypoditejte nejwEtsi tthel trejihelniku, jehoZ strany maji velikeosti: 1881
2®R; 3Ef2; 3=%; o ® o= 0
Vysledek:  117° 17~

6. Urcete velikost Ghlu y v trojahelniku ABC, je-li dano: 1861
oa=26°38"16"",b=683,1m,c=534,7m
Vysledek:  4g° 27~

" Urdete welikost strany ¢ trojthelnika, v ndmZ je déno: 1853
a =4, b =286, v =860°
Vysledek: 5 3

8. Urcete velikost Ghlu B v trojahelniku ABC, je-li dano: 1859
a=6m,b=11m,c=7m
Vysledek: 115° 23~

9 Urcete velikost Ghlu a v trojuhelniku ABC, je-li dano: 1858
a=6m,b=11m,c=7m
Vysledek:  2ge 32~

10. yUréete welikost +wyslednice dwou s5il o velikostech 1 250 N a 750 N 1857
pischkicich v témZe bodé a svirajicich nhel 50°.
Vysledek: 1 825 N

11 Ur&ete velikost Ghlu B v trojahelniku ABC, je-li dano: 1865

a=40m,b =23 m,c=23m
Vysledek:  2g° 35”7 307~
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12. Ur&ete velikost Ghlu vy v trojuhelniku ABC, je-li dano: 1879
a=169m,b=26m,c=27,3m
Vysledek: 750 45~

13- Urcete velikost Uhlu B v trojahelniku ABC, je-li dano: 1862
0 =26°38716"",b=683,1m, c=534,7 m
Vysledek:  103° 55~

4 yUréete welikost strany ¢ trojlihelnika, v ném? je dano: 1851
a =53, b =286, v = 860°
Vysledek: 5 g

15. gilnice, wedouci po hrazi rybnika, mi& byt po =zruSeni rybnika nahrazena 1850
pfimou zkratkou. Jeji krajni body A, B Jscu zaméfeny z bodu € pod Uhlenm
60°, pficem: |CA| = 421 m, |CB| = 233 m. Jak bude zkratka dlouha?

Vysledek: 365 3 m

16. Ze stanice wyjedou soufasné dva vliaky po pfimych tratich, které swviraji 1884
Mhel o = 156°30'. BRychlost prvniho wlaku ma welikost vy = 13 ms~ %,
rychlost druhéhe wlaku ma welikost wp = 14,5 ms~!. Jak daleko budou od
sebe wlaky za 5,5 minuty?

Vysledek: g8 885 m

7. Ur&ete welikost strany c trojithelnika, v némZ je danoc: 1854
a =5, b =4, yv = 45°
Vysledek: 3 g

18.  Urgete velikost Ghlu o v trojihelniku ABC, je-li dano: 1877
a=169m,b=26m,c=27,3m
Vysledek:  3g° 52~

B Urdete welikost strany ¢ trojihelnika, v ném2 je déno: 1852
a =3, b =4, v = 90°
Vysledek: g

20. Jaké t1ihly swvirAd se svymi slofkami o velikostech Fyq, Fz jejich wv¥slednice 1876
o welikosti B, jestliZze Fy = 2R/3; F; = R.

V)'/Sledek: 700 32’ 380 56’

2l. Uréete vzdadlenost dvou bodd A,B, které jsou na druhém bfehu feky, jestlize 1883
zname wvzdéalenost a = 2 000 m bodd €, D a JestliZze Jsme tecdolitem zmé&fili
velikeosti uhlfd: |4BDC| = o = 52°40%; |4ACD| =5 = 42°1%;

|4apc| = v = &s°40%; |4BCD| = &5 = &1°15°
Vysledek: 1635 m
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22. Urgete velikost thlu o v trojuhelniku ABC, jehoz pomér stranje a:b:c=1:2:3 1873
Vysledek:  Trojahelnik neexistuje

23.  Urcete velikost Ghlu y v trojahelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=1:2:3 1875
Vysledek:  Trojahelnik neexistuje.

24, yypofitejte nejwéti5i 1hel trojthelniku, jehof strany maji velikosti: 1880
43; 57; 50
Vysledek: 750 11~

25. Tfi kruZnice 5 poloméry Ty = 3; Ty = 4; ¥, = & se vzAdjemnéd dotykaji wné. 1882
Vypodlite]te welikosti hlld, které sviraji jejich stfedné.

Vysledek: 5g9°  70° 32°  50° 28~

% yrdete welikost strany ¢ trojthelnika, v ndmZ je déno: 1855
a =5, b =4, v = 30°
Vysledek: 2,5

2l yréete welikost strany ¢ trojldhelnika, v némz je dano: 1856
a =13, b=25, v = 120°
Vysledek: 7

28. Urcete velikost Ghlu y v trojahelniku ABC, je-li dano: 1864
a=40m,b=23m,c=23m
Vysledek:  2g° 35”7 307~

29.  Urcete velikost Ghlu B v trojuhelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=1:2:3 1874
Vysledek:  Trojahelnik neexistuje.

30.  Urcete velikost Ghlu a v trojihelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=4:5:6 1870
Vysledek:  g1° 25~

31 Urcete velikost Ghlu B v trojuhelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=4:5:6 1871
Vysledek:  g55° 46~

32. Urcete velikost thlu B v trojuhelniku ABC, jehoZ pomér stranje a:b:c=2:3:4 1868
Vysledek:  g6° 347

33. Urcete velikost Ghlu B v trojahelniku ABC, je-li dano: 1878
a=16,9m,b =26 m, c=27,3m
Vysledek:  g7° 23~

34. Urcete velikost Ghlu y v trojahelniku ABC, je-li dano: 1860

a=6m,b=11m,c=7m
Vysledek:  35° 05~
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35 Urgete velikost thlu o v trojuhelniku ABC, jehoz pomér stranje a:b:c=2:3:4 1867
Vysledek:  9ge 57~
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